CLASA aV-a
SOLUTII ST BAREME
1. La un campionat de fotbal, Andrei, Mihai si Vasile au marcat impreuna 22 de

goluri. Andrei a marcat de trei ori mai multe goluri decat Vasile, iar Mihai jumitate din
numirul golurilor marcate de Andrei. Cate goluri a marcat fiecare?
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Daca ludm o jumatate din segmentul care reprezintd numarul golurilor marcate de Vasile , 1p
observdm ca la Andrei sunt 6 astfel de "bucati" iar la Mihai 3, in total 11 "bucati" . . . 1p
Deci "bucata" respectiva reprezintd 22: 11 =2 (goluri). . : : . . 1p
Prin urmare Vasile a marcat 4 goluri, Andrei 12 si Mihai 6. : . . . 1p

1. Sa se determine numerele naturale a_bc, scrise in baza 10, astfel incat
abc =cba+ab+ba+ca+ac+bc+ch.

Relatia datd conduce la 100a +10b+c =23a+32b+122¢
Adica 77a=22b+121c & Ta=2b+1lc

Pentruca 7a<7-9=63 —=c¢<5
c=1,ducela 7a=2b+11=2b+4+7=2(b+2)+7 de unde rezultd (b+2):7,

adicab=5 ,7a=21 si a=3 ; avem 351 Ip
c=2,ducela 7a=2b+22=2b+8+14=2(b+4)+14 ,apoi (b+4):7
prinurmare b=3 si a=4 ; avem 432 Ip

c=3,ducela 7a=2b+33=2b+5+28, 2b+5):7,b=1si a=5
—2b+35-2=2(b-1)+35, (b-1)iT,b=8 si a=7

Se obtin numerele 513 si 783 Ip
c=4, Ta=2b+44=2(b+1)+42,b=6sia=8 ; avem 864 Ip
c=5, Ta=2b+55=2b+6+49 =2(b+3)+49, cu b=4 si a=9 ; 945 solutie Ip

3. Existd 5 numere naturale a, b, c,d sie cu proprietatea ci suma a oriciaror
patru dintre ele di restul 1 prin impartirea la 4?

Presupunem ca existd astfel de numere, prin urmare am avea:

a+b+c+d=M,+1

a+b+c+e=M,6+1
a+b+d+e=M, +1 5p
at+c+d+e=M, +1

btc+d+e=M,+1

Dacd adunam membru cu membru obtinem 4(a+b+c+d+e)=M,+5=M, +1 Ip
Ceea ce este imposibil, prin urmare nu exista astfel de numere. Ip



CLASA a Vl-a
SOLUTII SI BAREME

1. Determinati toate numerele naturale nenule care impirtite la 17 dau
catul egal cu restul siimpartite la 23 dau, de asemenea , catul egal cu

restul.

Fie ne N" asa incat n=17-q+q ,q<17, ge N, . ) . . Ip
n=23-r+r, r<23,reN. . . . . Ip

deunde n=18¢g cu 0<qZ17 . . . . . . 05p

n=24r cu 0<rsZ23. . ) ) . . 05p

Din 18g =24r rezultd 3qg =4r . . : : . . ISp

Deci g=4a, r=3a cu ae N si a<4. . : . . Ip

Rezultd n=18-4a=72a, a=0,1,2,3,4 . . . . . . Ip
Deci ne{0,72,144, 216, 288} . . . . . . . . 05p.

2.  Determinati m, n numere naturale astfel incat 2" —2" =120,

Deoarece 2" > 2" rezultdi m >n . Fie p=m-neN. . : : : 2p
Atunci 2"7 2" =120 2" (2" -1)=215 . . . . . . 2p
Pt. ca 2” —1 este impar, este necesar ca
2" =2° n=3 .
{217_1:15@{21,:16:24@”1=3§1p:4.. : : . . 2p
Decit m=n+p=3+4=7 . . : : . : : : . Ip
3. Aritati ci numirul x=1-2-3-....-2009-2010-(1+l+l+...+ ! + ! j
’ 2 3 2009 2010

este natural si se divide cu 2011.

x=2-3-...-2010 +1-3-4-...-2010 +1-2-4-...- 2010 +...+1-2-...- 2008 - 2009 +1-2-3-...-2009 € N 2p

Apot:

x=1-2-3-...-2010 1+L + l+L +.o+ L+L . . , . 2p
1 2010 22009 1005 1006

=1-2-3-...-2010 2011 + 2011 +...+& = Ip
1-2010 2-2009 1005 -1006

=2011[2-3-...-2009+1-3-...-2008- 2010 +...+1-2-3-...-1004-1007 -...-2010]= . . . Ip

=2011-a, ae N de unde avem ca 2011 il divide pe x. . . . . . : Ip



CLASA a VlIl-a
SOLUTII SI BAREME

1. in triunghiul ABC, M este mijlocul inaltimii AD ( De (BC) ), iar Ee (AC)
astfel incat EC =2AE. Aritati ci punctele B, M, E sunt coliniare daca si numai daci
[AB]=[AC].

Consideram B, M si E sunt coliniare si construim DT||BE Ip

Atunci in AADT, ME este linie mijl. si ET = AE = %EC 0,5p

De unde avem ca T e mijlocul lui EC, adica DT linie mijlocie

in ABCE si atunci D e mijlocul lui BC. Ip
Cum AD e 1ndltime si mediana, avem triunghi isoscel,
adica [AB]=[AC]. 1p

Reciproc; presupunem ca [AB] = [AC ] , adica triunghiul A ABC este isoscel. Cum AD este Tnélfime

va fi si mediana, adicd D este mijlocul lui BC. 1,5p
Construim DT|BE = DT linie mijlocie in ABEC, T fiind mijlocul lui EC = TE=AE Ip
Deciin AADT, ME este linie mijlocie si atunci DT||ME . Dar prin E avem o singura paralela la DT.

Prin urmare B, M si E coliniare. Ip

2.  Sa se determine a, b e N stiind ca 1997 impartitla a da restul 2b-a si
Impartit la b da restul 2a-10.
Resturile sunt numere naturale sunt numere naturale, deci 2a—-10>0, 2b—-9 >0 de unde

avemcd a=581b25. Ip
Cum restul e mai mic decat impartitorul, 26-9Za iar 2a—-104b Ip
Atunci b>2a-10>2(2b-9)-10 = b>4b-28 = 3b<28 adica be {5, 6, 7, 8, 9} Ip

In plus, b nu poate fi par (restul imp. lui 1997 la b este 2a-10 care este par) deci be {5,7,9} 1p
Dacd b=5, avem 1997=5-399+2, adica a=6 si cum 1997=6-332+5, 2b-9=5 adica b=7#5.

Valoarea nu convine Ip
Daca b=7, avem 1997=7-285+2, adica a=6, din nou 1997=6-332+5, 2b-9=5 adica b=7,

deci a=6 si b=7 Ip
Dacd b=9, avem 1997=9-221+8, adica a=9. Avem 1997=9-221+8 adica 2b-9=8, imposibil.
In concluzie a=6 si b=7. Ip

3. Daca x, y, z, t sunt numere reale, atunci
1
(—x+y+z+0)’+(x—y+z+t)’ +(x+y—z+1)° +(x+y+z—t)2+12x+y+z+t

Precizati cazul de egalitate.

Dupa ridicérile la patrat, se obtine inegalitatea 4(x*> + y*> +z> +1*)—x—y—z—1 +% >0 2p
1Y 1Y 1 1)
care este echivalenta cu (Zx —Zj - (2 y —Z] - (ZZ _Zj + (21 —Zj >0 ineg evidentd 4p

Pentru x=y=z=t¢ :% se realizeaza egalitatea Ip



CLASA a VIII-a
SOLUTI SI BAREME

1.  Fie patrulaterul inscriptibil ABCD .Dacid AC~BD=1{0}, Ee(0OC) si Fe (BD),
sa se demonstreze cd EF | AB dacd si numai dacd ZADE = ZBCF .

A Presupunem cd EFIAB, atunci DEF = BAO (1) Ip
ABCD inscriptibil = BAO = BDC (2) 0,5p
Din (1) si (2) rezulta BDC = OEF ceea ce conduce la faptul ca

patrulaterul DCEF este inscriptibil, deci EDF = ECF (3) 1,5p

Cum BCA = BDA, impreuna cu (3) da ADE = BCF 0,5p
B Reciproc. Avem ADE = BCF (4), cum BCA=BDA (5) 0,5p

[ 7 se ajunge la ECi’F = El:)F si rezulta cd CDEEF este inscriptibil
Prin urmare CDB = OEF 2p
% D Din BDC = BAC= OEF = BAD si asa rezulti EFIAB Ip
C

2. Demonstrati ca pentru orice » numir natural are loc inegalitatea

\/n+\/n+...+\/n+\/;LH— 12+4n

Ridicam la patrat fiecare membru al inegalitatii: Ip

n+\/n+ n+m+\/zll+2\/l+in+1+4n

™ N an 3p
n+\/n+--- n+«/541+2”+2 1+4n,sau \/n+...+ n+«/;4#

Obs cd membrul drept ramane acelasi. Ridicam succesiv la patrat si ajungem la Ip
\/ZAH— 12+4n oo itVItan '12+4n, inegalitate evidentd. Prin urmare relatia este adevaratd. 2p

3. Fie a si n doud numere naturale nenule. Aratati cd numairul

12n-1

x,(@)=1+a+a’+a’ +...+a™" se divide prin (a+1)(a’ +1)(a® +a* +1).

Grupam cate patru termeni : Ip
xn(a)=(1+a+a2+a3)+a4(l+a+a2+a3)+...+a12"_4(1+a+a2+a3)= 2p
=(a+)(a’ +D)A+a* +a®+...+a" ) =(a+1)(a’ + Dy, (a)

In y (a) grupam cate 3 termeni si avem: Ip
v, (a) =l+a*+a* +a"(Q+a* +a®)+... +a”" " (1+a* +a°) = Ip
=(+a*+a® )1 +a” +..+a""?)=1+a" +a’)z,(a) Ip

Deci x,(a)=(a+1)(a”> +1)(a® +a* +1)z,(a) ceea ce arata ca

x,(a) este divizibil cu (a+ D(a® +D(a® +a* +1). Ip



