Solutii VII

Problema 1. Determinati n € N* cu proprietatea ca n! + 3 - 2" = 6" 2,
unden!=1-2-3---n. Artur Balauca

Solutia 1. (Artur Balauca)

Pentru ecuatia 1-2-...-(n—1) -n+3-2" = 6" 2 observam ca valorile
x € {1,2,3,4} nu sunt solufii. ... 2p

Pentru n = 5 ecuatia se verifica: 5! + 3 -2° = 216 = 6572,

Daca n > 6 atunci 9/n!,9/6" 2, de unde rezulta ca 9/3 - 2", adica 3/2",
AbSUTd. . 3p

Rezulta ca unica solutie este n = 5.

Solutia 2. (Mircea Fianu)

Cazurile n € {1,2,3,4,5} se trateaza analog solutiei 1. Considerand
valorile n € {6,7,8}, 5 nu divide numérul 6”2 — 3 - 2"
Daca n > 9 avem:

1.2-3=6
4-n > 6
5(n—1) > 62
67...-(n—2)>6"""

Prin inmultire, rezultd ca n! > 6"~2 si iar nu avem solutie.

Problema 2. Fie triunghiul ABC' gi punctul D situat pe latura [BC].
Aratati ca:
AB-DC+ AC-BD > AD - BC.

Kkok
Solutia 1. (Mircea Fianu)

Construim DE || AB si DF || AC, unde E € [AC], F € [AB].
Conform Teoremei fundamentale a asemanarii aplicata triunghiului AABC

si paralelei DE avem: £2 = 2 de unde AB-CD =CB-DE. ........ 2p
Conform Teoremei fundamentale a asemanarii aplicata triunghiului AABC
si paralelei DF' avem: g—g = g—g de unde BD - AC =BC-DF........... 2p

Patrulaterul AEDF fiind paralelogram avem ca DE = AF si, folosind
inegalitatea triunghiului in AADF, are loc relatia: DE+DF = AF+DF >

> A D 1p
Prin insumarea celor doua relatii obtinem: AB - CD + BD - AC = BC-

(DE 4+ DF) - AD. . 1p
Egalitatea are loc daca D € {B,C}. ... . ..., 1p

Solutia 2. (Artur Balaucad)

Cazul D = B sau D = C conduce la AB+ AC'- BD = AD - BC'. Cazul
D e (BC). Construim CM || AB,M € AD. Atunci, conform teoremei
fundamentale a asemanarii, triunghiurile AABD si AMC'D sunt asemenea,
de unde % = % = % si atunci BDB—&-DCD = ADIj-?\/[D’ ceea ce implica
B0 = 40 (1) In triunghiul AAMC avem AC+CM > AM. (2) Relatiile (1)

si (2) conduc la AC+BAE > BEAD de unde AC-BD+CD-AB > BC-AD.




Solutie. Ecuatia este echivalenta cu:

2a% + ab + 2b* + 4ab+3a+ 3b+4 =0,

de unde
ala+2b) +2b(2a+b)+3a+30+4=0
iar
(a+2b)(2a +b) + (a+2b) + (2a +b) + 1 = -3,
ceea ce implica (a +2b+1)(2a+b+1)=—=3. ... 4p
Asadar
(a+2b+1,2a+b+1) € (1;-3),(—1;3),(3; —1),(=3,1),
ceea ce conduce la (a,b) € (—2;2),(2;—2). oo 3p
Problema 3. Fiea >b > ¢ > d > 0 astfel incat a®> + 0> + 2+ d? = 1.
Sasearatecaa+b>1>c+d. Gheorghe Iurea
Solutie. Cum a > b >c>d > 0 avem ca ab > c?,ab > d?,cd < a? ,
e < b2 2p
Atunci (a+0)? = a®>+ab+ab+b* > a*> +b*+c*+d* = 1 implica a+b > 1
2p
iar (c+d)?=c+cd+cd+d* <a?>+b*+c*+d?> =1 implicd ¢ +d < 1.
2p
Decic+d<1<a+db ... 1p

Problema 4. Numim piramida Myller o piramida SABCD cu baza
ABCD care are SA = SB = SC = SD, ZASB = ZASD si
/BSC = ZDSC iar lungimile SA, AB, BC,CD, DA, AC, BD sunt numere
naturale nenule. Aflati piramida Myller de volum minim.

Cristian Lazar

Solutie. Deoarece SA = SB = SC = SD,ASAB = ASAD si

ASBC = ASCD obtinem ca ABCD este un deltoid inscriptibil. ....... 3p
Triunghiul dreptunghic de dimensiuni minime in care laturile i inaltimea
sunt exprimate prin numere naturale este cel cu laturile 15,20,25. ....... 2p
Lungimea minima a muchiei laterale este 13. ........................ 1p

Volumul minim este 50v/51. ... 1p



Problema 3. Fie p un numar natural impar. Se stie ca oricare divizor
al lui p are ultima cifra diferita de 3 gi 7. Sa se arate ca numarul 5p + 1 nu
este patrat perfect. Mircea Fianu

Solutie. Daca 5p + 1 este patrat perfect, atunci 5p + 1 = (5k +1)* . 2p

de unde
5p+ 1 = 25k% £ 10k + 1
sirezulta ca p=Kk(Bk £ 2). . 2p
Cum k este divizor al numarului impar p, atunci k este impar iar ultima
cifra a numarului bk va i 5. ... 2p
Atunci U(5k +2) € {3, 7}, contradictie. ...................oi.. 1p

Problema 4. Fie triunghiul echilateral ABC' i punctul D situat pe
latura (AC). Bisectoarea unghiului ZABD intersecteaza paralela prin A la
dreapta BC' in punctul E. Aratati ca AE + DC = BD.

Cristian Lazar

Solutie. (Mircea Fianu) Consideram punctul £’ pe semidreapta opusa
lui (AFE astfel incat AE" = CD. AB este secanta pentru dreptele paralele

BC i AE de unde rezulta ca m(ZLE'AB) = m(LABC) =60°. ......... 2p
Deoarece AB = BC,CD = AE' si m(£DCB) = m(£E'AB) = 60° avem
congruenta AE'AB = ADCB (L.UL.), ..o, 2p

care implica F'B = DB si /ZE'BA = ZDBC'. Cum (BE este bisectoarea
unghiului ZABD, atunci ZABE = ZEBD de unde /ZE'BE = ZEBC.
Dreptele AE si BC fiind paralele, BE secanta, rezulta ca ZEBC = ZE'EB.
Obtinem ca triunghiul AE'EB este isoscel cu baza BE. ................ 2p
Deci FA4+ AE' = E'B=BD. ... i 1p

CLASA a VIII-a

Problema 1. Fie un tetraedru regulat cu muchia de lungime 3. Pe
suprafata acestuia se considera 37 de puncte. Aratati ca printre aceste puncte
exista doua astfel incat distanta dintre ele este cel mult egala cu 1. ook

Solutie. Conform principiului cutiei, cum tetraedrul are patru fete, pe

una din fete vor fi cel putin 10 puncte. .......... ... ... L 3p
Fata fiind triunghi echilateral de latura 3 o impartim in 9 triunghiuri
echilaterale de latura 1. ... ... 1p

Din nou, conform principiului cutiei, vor exista cel putin 2 puncte situate
in interiorul unui triunghi echilateral de latura 1. Acestea vor fi situate la
distanta cel mult egala cu latura triunghiului echilateral, adica 1. ....... 3p

Problema 2. Determinati perechile de numere (a, b) € ZxZ care verifica
egalitatea
2(a+b)*+3(a+b)+ab+4=0.

Petru Raducanu



