OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA - 26 IANUARIE 2008
GALATI

CLASA A V-A

1. a) Calculati: 2143-2008—-1936-2008—-207-1999-9-206.
b) Determinati cel mai mic multiplu al lui 153 , a cérui scriere zecimala are cinci cifre.

Justificati raspunsul.
ok sk

c) Sa se determine restul impartirii numarului 2'%°-3'%.4*% 1a 5,
Rodica si Dumitru Bilan

2. a) Sa se afle cel mai mare numdr par de forma abcd cu proprietatea
abed + dcba =9009 .

Mariana Coada
b) O studenta constatd ca suma dintre anul nasterii ei §i suma cifrelor acestuia este egala cu
2008. in ce an s-a niscut studenta? Justificati rispunsul.

Milu Carmaciu

3. Pe o tabla sunt scrise numerele de la 1 la 2008. Elevii Andrei si Matei sterg pe rand,
incepand cu Andrei, cate un numar. Pierde elevul care este obligat sa steargd primul un
multiplu al Iui 3 sau un multiplu al lui 7. Care elev castigd, Andrei sau Matei? Justificati
raspunsul.

skkosk

4. Suma a 20 numere naturale este 2005. Suma a 7 dintre ele este 900 si a altor 6 numere
601. Sa se demonstreze ca printre cele doudzeci de numere existd cel putin trei numere
pare.

Mariana Coada

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect se noteazd cu puncte de la 0 la 7.
Timp de lucru 3 ore.



OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA - 26 IANUARIE 2008
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CLASA A VI-A

1. Sd se determine numarul de elemente al multimii
A= {(a,b,c)/240a+ 80b + c=2008, a,b,ce N*}.

Problema propusi de prof. Laura Marin

2. Cati termeni trebuie adunati in suma 1 + 2 + 3 +..... pentru a obtine un numar format
din trei cifre identice?

Problema propusa de prof. Veronica Grigore

2 2 2
3. Fie numirul P=2004" 20077 T2 2009™ Tl cu n, m, p numere
naturale nenule. Calculati ultima cifra a lui P (discutie dupa numarul p).

Problema propusa de prof. Nicoleta Balas

4. Se considera triunghiul echilateral ABC ( fiecare unghi al triunghiului are masura egala
cu 60" si doud semidrepte [AD, [BE paralele duse prin varfurile sale, astfel incat punctele

D si C sunt de o parte si de alta a dreptei AB, punctele D si E sunt de aceeasi parte a
dreptei AB, iar punctele D si E sunt 1n interiorul unghiului «xACB. S$tiind cd@ suma
masurilor unghiurilor intr-un triunghi este egala cu 180°, sa se arate ca bisectoarele
unghiurilor <DAC si <EBA se intersecteaza sub un unghi de 60° sau 120°.

el

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect se noteazd cu puncte de la 0 la 7.
Timp de lucru 3 ore.
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CLASA A VII-A

1. Sa se determine numerele reale x, y, z astfel incat sa fie indeplinite simultan conditiile:
[x]-{y}=1004v2, {y}|z|=1 si |2|-[x]=2008v2, unde [a] reprezintd cel mai mare

numdr intreg mai mic sau egal cu numdrul real a, iar {a}=a—[a].
Problema propusa de prof. Vasile Duma

2. Numerele a,, a,, s, ..., a, sunt elemente ale multimii {-1, 1}, ne N, n>2.

a) Daca n=2008, sa se arate cd exista o alegere a numerelor a,, a,, a;, ..., G,y astfel
inct a,-a, +a, a;+ ... + Ay, Qygog T Aageg * 4 =0.

b) Ce conditie trebuie sa satisfacd numarul natural n pentru ca sa existe a,, a,, d, ..., 4, ,

elemente ale multimii {-1, 1}, cu proprietatea a,-a, +a, -a,+ ... +a, ,-a,+a,-a,=0?
Problema propusa de prof. Constantin Ursu

3. Fie triunghiul ABC ascutitunghic, D piciorul inaltimii din A si Pe (AB), Qe (AC)
asfel incat <xBDP =< DAC si <<CDQ =< DAB. Sa se arate ca PQ || BC.

Problema propusa de prof. Nicolae Stanica, Marius Damian

4. In triunghiul ABC se considerd AD L BC, De [BC] si punctul E, simetricul punctului
A fata de punctul D. Stiind ca masurile unghiurilor patrulaterului convex ABEC sunt
invers proportionale respectiv cu numerele 0,(3); 1; 0,(3) si 0,2, sa se arate ci:

a) d (D, CE):iAC;

b) A ppc = AE?;

¢) AB=2JDE DB;

d) ADp < ABFAC

Problema propusa de prof. Vasile Duma

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect se noteazd cu puncte de la 0 la 7.
Timp de lucru 3 ore.



OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA - 26 IANUARIE 2008
GALATI

CLASA A VIII-A

1. a) Sa se arate ca, pentru orice numere reale a, b, ¢, are loc inegalitatea:

(cH—b+c)2
3
b) Daci (x—1)"+(y-2)"+(z-3)" =6, unde x, y,zeR, si se determine minimul

<a’+b*+¢?

expresiei E(x, y, z)=x+y+z.
Problema propusa de prof. Marin Dolteanu

2. Se considera hexagonul regulat ABCDEF de centru O si arie 42/3 cm? Fie punctul
V& (ABC) astfel incat VO 1 (ABC), VO =+/21 cm.
a) Sase arate cd (VBC) L(VEF);

b) Sa se afle suma masurilor unghiurilor diedre determinate de fetele laterale ale
piramidei obtinute, cu planul bazei;
c) Sa se arate cd sina <sin f, unde & este masura unghiului diedru format de doua

fete laterale alaturate ale piramidei iar £ este masura unghiului format de planele
(VBC) si (VAF).
Problema propusi de prof. Vasile Duma

3. Sa se determine toate solutiile numere naturale nenule, ale ecuatiei:
xXyz+xy+yz+xz+x+y+z=2007

Problema propusa de prof. Constantin Ursu

4. Se considerd un dreptunghi cu laturile de lungimi 1 cm si respectiv 3 cm. In interiorul
acestui dreptunghi sunt plasate 433 de puncte colorate in 4 culori diferite. Aratati ca exista

S y e : y .
un cerc de raza 3 cm, care sa contina n interior cel putin doud puncte de aceeasi culoare.

Problema propusa de prof. Laura Marin

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect se noteaza cu puncte de la 0 la 7.
Timp de lucru 3 ore.
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CLASA A IX-A

1. Si se arate ca oricare ar fi 2° +1 numere prime mai mari ca 2, existi cel putin doui care
au diferenta divizibila cu 2**' (k numir natural nenul).

Problemai propusa de prof. Bitranetu Petre

2. Multimile finite A si B satisfac egalitatea
1 N 1 N 1 _19
card(ANB) card(AUB) cardP(AUB) 24
unde card M reprezintd numarul elementelor multimii M iar ¢ (M) este multimea
tuturor submultimilor lui M . S& se justifice egalitatea A=B.

Problema propusa de prof. Marian Baroni

3. S se arate ca oricare ar fi numerele reale a, b, ce (0, ), avem inegalitatea:

ab be ca 3

a ) = T

ah LN, Fy oo ooy " by A (s Y Ay o h s hoe YT 2
NUD FC- U+ 0 FC0) GO HFA- U+ FC) JElh + o -t + o0 +0C) =

Problema propusi de prof. Cerasela Momoiu
4. In triunghiul ABC, cu AB# AC, punctul D este mijlocul laturii BC, I este centrul
cercului inscris in triunghiul ABC, DI "AB={E}, ADNEC ={S}.

— _ar, +bry+cr,

a) Sa se demonstreze ca 1, = ) , unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor
a+b+c

triunghiului ABC .

b) Sa se calculeze valoarea raportului % in functie de a, b, c.

Prelucrare prof. Constantin Ursu

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect se noteaza cu puncte de la 0 la 7.
Timp de lucru 3 ore.
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CLASA A X-A
1

1. Se considera functia f :(0;+) > R, f(x)=5" +9x.
a) S se demonstreze ca 5°%% € Q.
b) Sa se demonstreze ca f (log5 3)e N.

c¢) Sa se demonstreze ca functia f este strict crescatoare pe [1 [logs 9;+oo) .

1
d) Sa se rezolve in R* ecuatia 5% +9% =28.

Problemi propusa de prof. Romeo Zamfir

[sinx]  {sinx}

1-{sinx} 1+sin’x

2. Sa se rezolve In multimea numerelor reale ecuatia , unde cu [a] s

{a} s-anotat partea intreaga, respectiv partea fractionard a numarului real a .

Problema propusi de prof. Dumitru si Rodica Balan
3. Demonstrati pentru orice n >3 si orice k >0 are loc inegalitatea

k k k
n-k-x/;

X, _1+X,+X X, +x1+x
n—1"TAnTM +10gx1 xon 172 |\ >___

n—1 n = ’
! c 2
3. Z X
k=1

unde x; € (0;1),Vi=1Ln sau x;,e€(l;+), Vi=1,n.

log,, xR +..+log, | x

Problemi propusa de prof. Constantin Dragomir

4. Demonstrati ca, pentru orice numar complex z cu |z| =1 si orice numar natural nenul n

2 2
este adevarata inegalitatea n’ —[Re(z2 +7 L+ )J > [Im(l%— I TAr )J .

Problemai propusa de prof. Laura Marin

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect se noteazd cu puncte de la 0 la 7.
Timp de lucru 3 ore.
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CLASA A XI-A

=xn+i, Vn=>1.
X

n

a) Demonstrati ca sirul (x,) _ este crescator si nemarginit.

L. Fiesirul (x,) . x =2, x,,

b) Aritatici lim % =1.

n—»e xn
.. e =3y +2 2n
c¢) Calculati lim&——2 "< sunde y, =— .
"o yVl _1 xn

Problem: propusa de prof. Marin Dolteanu

n

2. Se consider sirurile (a,) . (b,) _ cu proprietitile a, (0, %J, Vne N* si

by = s Dysr = Ay sy by s = dyyyy, Yk € N Daca definim sirul (x,)

n>1"

3n
X, =a, (%—bﬂ), Vne N*, sa se calculeze lim[]x, .

n—eoy
Problema propusa de prof. Laura Marin

3.Fie A, BeM,(R) cu A>+B*=AB si BA=0, . Si se arate cd

2008 2008 2008
) =AM+ B

(A+B

Problemi propusi de prof. Constantin Ursu

4. Pentru ce valori ale lui n exista cel putin 2008 matrici patratice simetrice de ordinul
navand toate elementele 1 sau -1 si suma elementelor de pe diagonala principald egald cu
zero?

Problema: propusia de prof. Marian Baroni

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect se noteaza cu puncte de la 0 la 7.
Timp de lucru 3 ore.
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CLASA A XII-A

1. Fie p un numar prim, p >3, iar Z; =Z,- {O} .Pe Z , considerdm inmultirea
claselor de resturi.

~ * . ~ . . .
a) Sa se arate cd, dacd a € Z > atunci a este simetrizabil.

o~ — -

b) Sé se calculeze 1742 '+ ..+ p—1" §i 1.242-3+ ...+ p—2-p—1.

Problemai propusa de prof. Vasile Popa

2. Sa se determine un subgrup cu exact 2008 elemente al grupului multiplicativ al
matricelor patratice inversabile de ordinul al doilea.

Problemi propusa de prof. Marian Baroni

3. Determinati functia f: R — (0,4 o), care verifica proprietatile: feste functie continud,

f0)=1si f(x):(l+x2){l+j.li(i)2dt}, (V)xe R.

Problemi propusa de prof. Arhire Felix

4. S3 se determine functiile f :IR — R care admit primitive si
f(x+y)=f(x)+f(y)+3xy(x+y), (V)x, yeR

Problema propusa de prof. Iuliana Duma

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect se noteaza cu puncte de la 0 la 7.
Timp de lucru 3 ore.



