BACAU Olimpiada de matematica
Etapa locala 16.02. 2013
Subiect clasa a VII- a

Problema 1:
a) Sa se demonstreze cad 2013 ++/2013 < 2059.
b) Si rezolve in multimea numerelor naturale inecuatia 2013 < x* < 2059.

c¢) Determinati numarul natural n astfel incat \/ 2013 + V2013 — n sé fie numar intreg.

Problema 2:

y . . 1 1 1
Se noteaza cu a numarul rational 1—2+—+—

ot
22 32 1002

si se considera un numar natural &, k = 0. Sa se
demonstreze ca:
1 1 1
a) —— = ;
k k+1 k(k+1)
b) k(k+1) <(k+1)*;
c) [0,99-a|<1.

Problema 3: A B
In dreptunghiul ABCD din figura alaturati AB # BC, BM | AC,
DN 1 AC, BM =2 cmsi AC=6cm.

a) Sa se calculeze aria dreptunghiului ABCD.

b) S& se demonstreze cd BMDN este un paralelogram.

¢) Sa se demonstreze ca paralelogramul BMDN nu poate fi romb. M

D C
Problema 4:
Se considera patratul ABCD in care M este mijlocul laturii [4B], iar N un punct pe latura [4D] astfel ca
ND = 3 NA. Sa se arate cad [NM este bisectoarea unghiului ANC.

Timp de lucru 3 ore. Fiecare problemd este notatd cu 7 puncte.

Subiect clasa a VIII- a

Problema 1:

a) Daca x este un numir real, aritati ci x* +8— 42 |x| >0.

b) Determinati numerele reale a si b care verifica relatia a” +b° +24 < 8|a| +4:2 |b| .

Problema 2:
Se considera mutimea de numere reale M ={a,,a,,a,....,a,}, unde

a, :%, a, :al(l—ﬁ),a3:a2(1—\/g) y e s a10:a9(1—\/a79).

Demonsrati ca:

_ 1
a) a2:2 4\/5; b) dacd xe M , atunci0<x <1; C) a12+a22+a32+...+a§<5.
Problema 3:

Fie un triunghi dreptunghic isoscel a carui ipotenuza este continuta intr-un plan « ce formeaza cu planul

triunghiului un unghi cu masura de 45° . Determinati masura unghiurilor formate de catetele triunghiului
cu planul « .

Problema 4:
Se considera 9 puncte situate in interiorul sau pe suprafata unui cub cu latura de lungime 2 dm. Arétati ca,

pentru orice alegere a acestor puncte, existd doua situate la o distantd mai mica sau egala cu V3 dm.



Barem de notare clasa a VII-a

Solutie problema 1

a) Inegalitatea se scrie 2013++/2013 <2059 <> /2013 <46 < 2013 <46 & 2013 <2116, Ip
evident.
b) 2013 < x* <2059 & /2013 < x <~/2059 . Ip
Dar 44 <+/2013 si /2059 < 46 . Rezulta inegalitatea 44 < x <46 . Cum xe N, rezultix = 45 Ip
care verifica inegalitatile date.
¢) Notdm V2013 +2013 —n = p = 2013 + V2013 — n = p? Ip
Rezultd 2013 < p? < 2013 + V2013 < 2059. Conform punctului precedent p = 45 Ip
inlocuind rezultd /2013 + V2013 — n = 45, de unde se obtine V2013 —n = 12 Ip
Rezulta n = 1869. Ip
Total punctaj problema 1 p
Solutie problema 2
a) Aducand la acelagi numitor i eliminand numitorii, egalitatea se scrie astfel (k+1)—k =1, Ip
iar aceasta este evidenta
b) Impartind prin k+1>0 inegalitatea se scrie k <k +1, iar aceasta este eidentd Ip
. . 1 1 . - 1 1 1
¢) Din b) rezulta: D) < WD Tinand cont de a) rezulta: D) < piraE Ip 1p
Deci
1 1 1 1 1 1 1 1 1
_2<_—_ _2<___ ....................... 2<———
221 2 3 2 3 100° 99 100
Adunand aceste inegalitafi rezulté% +3L2...+ 0 <0,99. 1p
Adunand1 si scazand1 in membrul Intai , rezultd
L vl 12095 4-1<0,99 =a-099<1 Ip
© 2 3 100
Deoarece a > 1rezultaia —0,99 > 0. Atuncia—0,99 =|a—0,99]. Cum |a—0,99|=[0,99 4|, din 1p
ultima inegalitate rezultd concluzia.
Total punctaj problema 2 7p
Solutie problema 3
a) Aria dreptunghiului 4BCD este de doua ori aria triunghiului ABC. Ip
BM este Tnaltime in triunghiul ABC. Ip
Rezultd 4, 50, = —BMz'AC =6cnt Al sep = 12cm’. Ip
b) aABC =aCDA, deci inaltimile lor sunt congruente, adica BM = DN . Ip
BM 1 ACsiDN 1 AC = BM || DN . Prin urmare patrulaterul BMDN este paralelogram (are Ip
doua laturi opuse paralele si congruente).
¢) Presupunem, prin reducere la absurd, cd paralelogramul BMDN este un romb. Atunci BD 1. AC . 1p
Deoarece dreptunghiul ABCD are diagonalele perpendiculare el este patrat, adica 4B = BC, Ip
ceea ce contrazice ipoteza.
Total punctaj problema 3 7p
Solutie problema 4
AAMN ~aBCM (deoarece M = l = A—N , 1ar triungiurile sunt dreptunghice) = M = l Ip
BC 2 BM CM 2
Rezulta relatiile: <«<AMN =<«BCM  <«<ANM =<BMC Ip 1p
m(XANM ) + m(XAMN) = 90° Ip
Rezultd ca triunghiul MNC este dreptunghic in M Ip
aMNC ~a ANM (deoarece MV = 1 = AN , 1ar triungiurile sunt dreptunghice) Ip
CM 2 MA
Rezultd <KMNC = <ANM , de unde concluzia. Ip

Total punctaj problema 4




Barem de notare clasa a VIII-a

Solutie problema 1

a) x> = |x|2 Ip
2
Rezultd x’ +8—4\/§|x|:(|x|—2\/§) >0 Ip
Z
b) Deoarece a’ = |a|2 si b® = |b|2 inegalitatea din enunt se scrie (|a|—4)2 +(|b|—2\/§) <0 2p
Cum termenii din membrul stang sunt nenegativi, singura posibilitate este ca
la|~4=0si [p|- 242 =0 Ip
laj=4=a==24 5i )| =2v2 > b=222 Ip
(aab)e{(432\/5)3(43_2\/5)3(_432\/5)a(_4a_2\/§)} lp
Solutie problema 2
1 1 1, 1 2-2
a) az—al(l—ﬁ)zaz —5[1— E]Daz_a(l_ﬁjjaz_T Ip
b) Dacd aq, :l, rezultd 0<aq <l. Apoi0<a <l= 0<1—\/a71<1 = 0<a1(1—\/a71)<1, deci
O<a, <1 2 Ip
2
Din aproape 1n aproape rezulta 0<a, <1, 0<a,<1,..,0<q, <1, adica daca xeM , atunci Ip
O<x<l1
c) Fie un elemnt @, din multimea M . Atuncia,,, =a, (1 —\/a), pentru oricare k €{1,2,3,...,9} Ip
< a (1 4 )
Rezultd a,,, =——F——, deunde q,,, (1+ a, ) =a,(1-qa,) Ip
e,
Rezultd a; =a, —a,,, —akﬂ\/a <a,—a,, = a <a,—a,, ,deci Ip
a <a,—a, a; <a,—a, _ a; < a “d = a’ +a; +a; +..+a, <a,—a,, <a,, de unde concluzia.| 1p
Solutie problema 3
In figura aldturatd 4D | o si M mijlocul ipotenuzei BC
Rezultd <((4BC),a) = <AMD Ip
A Considerand 4B =a obtinem BC = a2 , de unde BM = 2 1p
2
In AAMB , dreptunghic in M , <ABM =45, de unde
1
AM =BM = “22 P
B In AAMD , dreptunghic in D, €AMD = 45°, de unde !
AD=DM =< p
D 2
M In AADC, dreptunghic in D, AC=a si AD = a , ceea !
ce implica <x4ACD =30", 2 P
relatie echivalenta cu <(AC,a)=30° Ip
¢ Congruenta AADC = AADB asiguré Ip
Solutie problema 4 <(AC,a) =« (A4B,a) =30
Reprezentarea unui cub prin desen. Ip
Considerand mijloacele laturilor cubului obtinem 8 cuburi cu latura de lungime 1. Ip
Atunci din cele 9 puncte cel putin doud se afla in interiorul sau pe suprafata unui cub cu latura )
de lungime 1. P
Distanta maxima dintre doud puncte situate 1n interiorul sau pe suprafata unui cub este egala cu 1
lungime diagonalei cubului. P
Diagonala unui cub cu latura de lungime 1 are lungimea V3 , ceea ce demonstreaza cerinta. 2p




