
Clasa a VII-a - barem de corectare

1) Fie n ∈ N, n ≥ 2. Să se arate că dacă numerele n, n2 + n + 1 şi n3 + n2 + n + 4,

sunt simultan prime atunci şi numerele n4 − 2 şi n5 − 2 sunt prime.

Cazul n = 2 nu convine. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0,5p

Analizăm cazurile n = 3k, n = 3k + 1, n = 3k + 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0,5p

Dacă n = 3k, atunci pentru k ≥ 2 numărul n nu e prim . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Pentru k = 1 obţinem tripleta de numere prime 3,13,43 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Dacă n = 3k + 1 ⇒ n2 + n + 1 = 3(3k2 + 3k + 1)-nu e prim . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Dacă n = 3k + 2 ⇒ n3 + n2 + n + 4 = 3(9k3 + 21k2 + 16k + 6)− nu e prim . . . . . . . 1p

n, n2 + n + 1, n3 + n2 + n + 1, simultan prime ⇒ n = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Deci n4 − 2 = 79, n5 − 2 = 241 sunt numere prime . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

TOTAL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7p
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A2008 − 16 = 21004 − 24 = (24)251 − 24 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

= 24 [(24)250 − 1] = 24 [(28)125 − 1] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

= 24 [(255 + 1)125 − 1] = 24 · (M255 + 1 − 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Deci A2008 − 16 se divide cu 255 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

TOTAL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7p

3) În paralelogramul ABCD se consideră un punct M pe dreapta CD, diferit de

C şi D. Dreptele AM şi BC se intersectează ı̂n N . Să se arate că triunghiule DMN şi

BCM au aceeaşi arie.

Notăm aria triunghiului DMN cu SDMN etc.

SDMN = SBCN (adăugăm SAMD) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

⇔ SADN = SADM + SBCM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

⇔ AD · NP

2
=

AD · MQ

2
+

BC · MR

2
unde NP ⊥ AD, MQ ⊥ AD, MR ⊥ BC . 2p

⇔ NP = MQ + MR (deoarece AD = BC). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Deoarece MQ ⊥ AD, MR ⊥ BC, AD ‖ BC ⇒ Q,M,R coliniare . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Deci NP = MQ + MR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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TOTAL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7p
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4) a) Să se arate că pentru orice x real strict pozitiv are loc egalitatea:
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a) Efectuând calculele avem
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b) Notând cu S suma din membrul stâng al inegalităţii şi cu T suma
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fiecare sumă are acelaşi număr de termeni (1004). Comparând sumele S şi T

termen cu termen, rezultă S < T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Din punctul a) putem scrie
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De aici, utilizând a) obţinem:

2S <

(

1 +
1

1
− 1

2

)

+

(

1 +
1

2
− 1

3

)

+

(

1 +
1

3
− 1

4

)

+ . . . +

(

1 +
1

2008
− 1

2009

)

. . 1p

= 2008 + 1 − 1

2009
= 2009 − 1

2009

de unde S <
1

2

(

2009 − 1

2009

)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

TOTAL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7p


