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In matematica intervin deseori, mai ales in ciclul gimnazial, probleme de numarare de genul: „Cate cifre de… se utilizeaza pentru a scrie toate numerele naturale de la … la… ”.  Dorim sa va prezentam o modalitate simpla de numarare a aparitiei unei cifre in aceste situatii:

1 
Se scriu toate numerele naturale de la 5 la 800. Câte cifre de 7 se folosesc în această situaţie?

Rezolvare 

Stabilirea unui model logic de numărare este esenţial  pentru a fi siguri că nu omitem nici o cifră de 7. Firul călăuzitor în această numărare este dat de apariţia cifrei 7 pe poziţia unităţilor şi/sau pe poziţia zecilor şi/sau pe poziţia sutelor. 

Pentru anumite numere cifra 7 apare atât pe poziţia zecilor, cât şi pe poziţia unităţilor (de exemplu 77) sau chiar pe toate poziţiile  (de exemplu 777). 

Vom număra apariţiile cifrei 7 pe o anumită poziţie, indiferent de prezenţa sau absenţa cifrei 7 pe celelalte poziţii.


I)
Pe poziţia unităţilor cifra 7 apare în scrierea numerelor: 
(0)7, 17, 27, 37, ..., 97, 107, ..., 757, 767, 777, 787, 797. 


Numerele evidenţiate în această enumerare sunt numere naturale consecutive. Iata aceste numere:

    0, 1, 2, 3, ..., 9, 10, 11, ..., 75, 76, 77, 78, 79.  

Aceste sunt numere naturale consecutive: 79-0+1=80 numere. 

Pentru fiecare termen al enumerarii de mai sus, cifra 7 apare pe poziţia unităţilor. Deducem că apar 80 de cifre de 7 pe această poziţie. 


II)
Pe poziţia zecilor cifra 7 se foloseşte pentru scrierea numerelor: 

(0)70, 71, 72, ..., 77, 78, 79  (sunt 79-70+1=10 numere);

170, 171, 172, ..., 177, 178, 179 (179-170+1=10 numere);

270, 271, 272, ..., 277, 278, 279 (279-270+1=10 numere);

......................................

670, 671, 672, ..., 677, 678, 679 (679-670+1=10 numere);

770, 771, 772, ..., 777, 778, 779 (779-770+1=10 numere).


Numerele evidenţiate, citite pe verticală de sus în jos, sunt numere naturale consecutive care ne arată că avem 

7-0+1=8 rânduri a câte 10 numere fiecare, adică 80 de numere pentru care se foloseşte cifra 7 pe poziţia zecilor; în acest caz rezultă încă 80 de cifre de 7 care se utilizează.


III)
Pe poziţia sutelor cifra 7 se va utiliza pentru a scrie  următoarele numere: 700, 701, 702, 703, ...,796, 797, 798, 799. 

Sunt 799-700+1=100 de numere pentru care se  foloseşte cifra 7 pe poziţia sutelor; din această situaţie rezultă încă 100 de cifre de 7 utilizate.


În concluzie, se vor folosi 80+80+100=260 de cifre de 7 pentru a scrie toate numerele naturale de la 5 la 800.

2 
Să se afle de câte ori se foloseşte cifra 5 pentru a scrie toate numerele naturale cuprinse între 1 şi 12000. 

Rezolvare 


I)
Pe poziţia unităţilor cifra 5 apare în scrierea numerelor:

(0)5, 15, 25, 35, ..., 95, 105, ..., 11975, 11985, 11995. 


Numerele evidenţiate sunt numere naturale consecutive cu ajutorul cărora putem calcula câte numere naturale avem mai sus. Sunt 1199-0+1=1200 de numere naturale, prin urmare, pe poziţia unităţilor cifra 5 apare de 1200 de ori.


II)
Pe poziţia zecilor cifra 5 apare în scrierea numerelor:

(0)50, 51, 52, 53, ..., 57, 58, 59 (sunt 10 numere);

150, 151, 152,  ..., 157, 158, 159 (sunt 10 numere);

250, 251, 252, ..., 257, 258, 259 (sunt 10 numere);

.....................................

11850, 11851, 11852, ..., 11858, 11859 (10 numere);

11950, 11951, 11952, ..., 11958, 11959 (10 numere).


Numerele evidenţiate, citite pe verticală, sunt numere naturale consecutive cu ajutorul cărora putem afla rapid numărul de rânduri scrise. În acest caz avem 119-0+1=120 de rânduri a câte 10 numere fiecare, adică 120∙10=1200 de numere care au cifra zecilor 5.


Prin urmare, pe poziţia zecilor cifra 5 apare de 1200 de ori.


III)
Pe poziţia sutelor cifra 5 apare în scrierea numerelor: 

(0)500, 501, ..., 598, 599 (sunt 599-500+1=100 de numere);

1500, 1501, ..., 1598, 1599 (1599-1500+1=100 de numere); 

2500, 2501, ..., 2598, 2599 (2599-2500+1=100  de numere);

...................................... 

10500, 10501, ...,  10598,  10599 (100 de numere);

11500, 11501, 11502, ..., 11598, 11599 (100 de numere). 


Numărul de rânduri se poate calcula uşor ţinând cont de faptul că numerele evidenţiate pe verticală sunt numere naturale consecutive. Sunt 11-0+1=12 rânduri a câte 100 de numere adică 1200 de numere; cifra 5 apare pe această poziţie de 1200 de ori.


IV)
Pe poziţia unităţilor de mii cifra 5 apare astfel:

5000, 5001, 5002, 5003, ..., 5996, 5997, 5998, 5999.


Aceasta enumerare are 5999-5000+1=1000 de numere (mai putem calcula 999-0+1=1000).


Aşadar, pe poziţia unităţilor de mii cifra 5 apare de 1000 de ori.


V)
Pe poziţia zecilor de mii cifra 5 apare pentru prima dată în scrierea numărului 50000, număr mai mare decât 12000 (cel mai mare număr pe care îl scriem), prin urmare, pe această poziţie cifra 5 nu apare.


Finalizare. Pentru a scrie toate numerele naturale de la 1 la 12000 se vor folosi 1200+1200+1200+1000=4600 de cifre de 5.

3 
Aflaţi de câte ori se foloseşte cifra 9 pentru a scrie numerele naturale de la  850 la 4537.

Rezolvare


I)
Pe poziţia unităţilor cifra 9 apare în cazul următoarelor numere: 859, 869, 879, 889, ..., 4499, 4509, 4519, 4529.

Numerele evidenţiate sunt numere naturale consecutive. Sunt 452-85+1=368 de numere, ceea ce înseamnă că pe poziţia unităţilor se vor folosi 368 cifre de 9.


II)
Pe poziţia zecilor cifra 9 se utilizează pentru a scrie numerele:

890, 891, 892, ..., 897, 898, 899 (sunt 10 numere);

990, 991, 992, ..., 997, 998, 999 (sunt 10 numere);

..................................

4390, 4391,  ..., 4397, 4398, 4399 (sunt 10 numere);

4490, 4491,  ..., 4497, 4498, 4499 (sunt 10 numere).

Numerele evidenţiate pe verticală sunt numere naturale consecutive cu ajutorul cărora se pot număra rândurile de mai sus.

Sunt 44-8+1=37 de rânduri, adică 37∙10=370 de numere; pe poziţia zecilor cifra 9 se foloseşte de 370 de ori. 

III)
Pe poziţia sutelor vom obţine: 
(0)900, 901, 902, ..., 997, 998, 999 (sunt 100 de numere);

1900, 1901,  ..., 1997, 1998, 1999 (sunt 100 de numere); 
2900, 2901, ..., 2997, 2998, 2999 (sunt 100 de numere);

3900, 3901, ..., 3997, 3998, 3999 (sunt 100 de numere).


Sunt 4 rânduri a câte 100 de numere fiecare, prin urmare, pe poziţia sutelor cifra 9 se foloseşte de 400 de ori.


IV)
Pe poziţia unităţilor de mii cifra 9 nu se foloseşte.

În concluzie, se folosesc 368+370+400=1138 de cifre de 9. 
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