Clasa a VII-a

1) Intr-un triunghi ABC' cu unghiurile B si C ascutite, iar AD este indltimea dusd
din A pe BC, are loc relatia:

2AD < (AB + AC)V2 — |AB — AC|.
(Nicugor Minculete, Sfantul Gheorghe)

Solutie. Intr-un triunghi dreptunghic MNP (cu ipozenuza M N = p) avem

2p* = 2 (m* + n?) > (m+n)?,

deci obtinem pv/2 > m + n. Aplicand aceasta inegalitate in triunghiurile dreptunghice
ADB si ADC rezulta ca ABV2 > AD+ BD si ACV2 > AD + DC, ceea ce inseamna ca,

(AB + AC) V2 > 2AD + BC,

dar BC > |AB — AC|, deoarece BC + AC > AB si BC + AB > AC. Prin urmare,
combinand aceste inegalitati rezulta inegalitatea din enunt.

2) Fie B’ gi C' punctele de intersectie dintre bisectoarele exterioare ale unghiurilor A
gi C, respectiv A gi B ale unui triunghi ABC, iar D i E picioarele perpendicularelor
duse din B’ gi C' pe AC, respectiv AB. Sa se arate ci:

a) AD =p—cgi AE =p—b, unde p = %, iar a,b,c sunt lungimile laturilor
BC,CA, respectiv AB.

b) daci BD = CE, atunci triunghiul ABC' este isoscel.

(Catélin Barbu - Bacgu gi Ion Patragcu - Craiova)

Solutie. a) Fie F,G proiectiile lui B’ pe BC, respectiv AB. Deoarece AB'AG =
AB'AD si AB'FD = AB'CD, rezultda B'G = B'D = B'F si AG = AD,CF = CD.
Atunci, AB'GB = AB'FB (1.C.), deci BG = BF & ¢+ AG=a+CF & c+ AD =
a+CD < AD=a+ (b— AD)—c< AD =p—c. Analog, AE =p —b.




Aplicand teorema cosinusului in triunghiurile ABD, ACE obtinem:
BD?* =c® + (p—¢)? — 2¢(p — ¢) cos A,
CE?* = b* 4 (p — b)* — 2b(p — b) cos A.
Din BD? = CE? avem
b—c)b+c—a)+2(b—c)(b+c—p)cosA =0,

Sau

b 2 _ 2
(b—c)(b—i—c—a)% = 0.
Din inegalitatea triunghiului avem: b+ c¢ —a > 0 si W > 0, de unde rezulta ca
b=c

3) Intr-un cere de centru O si razi R se considerd multimea coardelor perpendiculare
AB si CD, concurente intr-un punct P, avdand proprietatea

AB*+CD? =k e R%, (*)

Determinati multimea punctelor P ce verifica proprietatea (x).
(Dorin Andrica, Cluj-Napoca)

Solutie Fie E si F proiectiile lui O pe AB, respectiv CD.

VAN

Deoarece FE este mijlocul lui AB, rezulta
OE®>+ EB? = R?,
sau OE? = R? — ATBZ. Analog, OF? = R? — CTDQ, deci
k
OP? = OE? 4+ OF* = 2R? — 1= const.

1) Daci 2R? — % < 0, sau k > 8R?, atunci OP? < 0, deci nu exist nici un punct cu
proprietatea (k).

2) Daci 2R? — % =0, sau k = 8R2, atunci OP? =0, deci P = O.

3) Daci 2R? — % > 0, sau k < 8R?, atunci OP? = const, deci punctele P cu propri-

etatea (x) se afld pe un cerc cu centrul in puntul O si razd |/2R? — %.



