
����CLASA A VII-A 
�

��������	��   FRAC�II “ECHIVALENTE” 

� Se consider� numerele ra�ionale strict pozitive  a, b, c, d  astfel încât 
a c

b d
= . 

a) Ar�ta�i c� ac ∈�  dac� �i numai dac� bd ∈� . 

b) Demonstra�i c� ( )( )a b c d+ + ∈�  dac� �i numai dac� ac ∈� . 

c) Este adev�rat� implica�ia ( )( )a b c d+ + ∈� ac� ∈� ? Dar reciproca? 

Solu�ie. (oficiu 2p) a) Din 
a c

b d
= k

∗
+= ∈�  rezult� c� ac k bd=  �i de aici echivalen�a dorit�. … 4p 

b) Avem c� 
a c

b d
=  �  

a b

c d
=

( )( )

( )
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a b c da b

c d c d

+ ++
= =

+ +
 �  

( )( )a b c da b

c dc d

+ +
= =

+
. Îns� 

a b ac bd ac bd

c d c dc d

+
= = = =

+
, prin urmare ( )( )a b c d ac bd+ + = + . ....................... 3p  

(Altfel: ( )( ) ( ) ( )
2 2

2a b c d ac ad bc bd ac ad bd ac bd+ + = + + + = + + = + 2 ad bc+ =   

( )
2

ac bd= + , deci ( )( )a b c d+ + ac bd= + . ……………………………….………….....3p) 

Cu nota�iile de la a), ob�inem c� ( )( ) ( )1a b c d k bd+ + = + . Folosind faptul c� 1 0k+ ≠  �i punctul 

a), rezult� echivalen�a dorit�.  ............................................................................................................... 2p 

c) Pentru 
1

1,
4

a b c d= = = =  avem c� ( )( ) 1a b c d+ + = ∈� , dar 
1

2
ac = ∉� . Pentru 2,a =  

2 1 1
, ,

3 2 6
b c d= = =  avem c� ( )( )

4

3
a b c d+ + = ∉� , dar 1ac = ∈� . Rezult� c� niciuna dintre cele 

dou� implica�ii nu este adev�rat�. ..........................................................................................................4p 
��������	���  PRODUSE EGALE 

 Consider�m mul�imea { }1, 2, 3,..., 2011M = − − − − . Pentru fiecare submul�ime nevid� A a lui 
M, calcul�m produsul 

A
P  al tuturor elementelor sale; dac� { }A a= , atunci AP a= . 

a) G�si�i trei submul�imi distincte A, B �i C ale lui M, pentru care 
A B C

P P P= = . 

b) Care este valoarea cea mai mare pe care o poate lua un astfel de produs? Dar cea mai mic�? 
c) Calcula�i suma tuturor produselor care se ob�in. (Dac� valoarea unui produs se repet� pentru mai 
multe submul�imi ale lui M, respectiva valoare se va repeta de acela�i num�r de ori �i în sum�.) 
Solu�ie. (oficiu 2p) a) De exemplu, putem considera { } { }1, 12 , 2, 6A B= − − = − −  �i { }3, 4C = − − . ... 4p 

b) Cel mai mare produs este 
{ }\ 1 2011!

M
P

−
= , ........................................................................................2p 

iar cel mai mic este 2011!
M

P = − . .........................................................................................................2p 

c) Dac� A este o submul�ime nevid� a lui M care nu con�ine pe –1, atunci 
{ }1A A

P P
−

= −
�

. ...................2p 

Dup� reduceri de termeni, în sum� r�mâne doar 
{ }1

1 P
−

− = , deci valoarea sumei cerute este –1. .........3p�

��������	����  GRAFIC� PE COMPUTER 

 Ioana deseneaz� pe monitorul calculatorului, cu ajutorul unui program de grafic� pe computer, 
un triunghi isoscel ABC �i ia punctele D pe baza (BC) �i E pe latura (AB) astfel încât 

.ADE ACB≡� � . Programul folosit îi permite Ioanei s� selecteze orice triunghi care apare în desen, 
s�-l m�reasc� sau s�-l mic�oreze (p�strându-i forma) cu func�ia zoom, s�-i schimbe pozi�ia sau s�-l 
roteasc�, dup� dorin��. Numim transformare o succesiune oarecare de astfel de opera�ii. 
a) Demonstra�i c� Ioana poate g�si o transformare în urma c�reia triunghiul DBE s� se suprapun� exact 
peste triunghiul ACD. 
b) Observând alte transform�ri urmate de suprapuneri de triunghiuri în configura�ia desenat�, Ioana 

redescoper� rela�ia lui Stewart pentru triunghiul isoscel: 2 2
AB AD BD CD= + ⋅ .  

Demonstra�i �i voi aceast� rela�ie! 
Solu�ie. (oficiu 2p) În urma unei transform�ri, un triunghi oarecare este înlocuit cu altul asemenea cu 
el. ...........................................................................................................................................................2p 
a) Din ADE ACB≡� �  rezult� c� CAD BDE≡� � , de unde .ACD DBE∆ ∆�  ..................................4p 

b) Deoarece ADE ACB≡� �  �i ABC ACB≡� � , deducem c�  ADE ABD∆ ∆� , deci 
AD AE

AB AD
= . 

Astfel, ( )2 2
AD AB AE AB AB BE AB AB BE= ⋅ = ⋅ − = − ⋅ . ................................................................4p 

Folosind asem�narea de la punctul a), ob�inem c� ,
AC CD

BD BE
=  prin urmare AC BE BD CD⋅ = ⋅ . Cum 

AB = AC, rezult� c�  2 2
AD AB BD CD= − ⋅ , rela�ie echivalent� cu cea cerut�. ..................................3p 

�


