CONCURSUL NATIONAL DE MATEM ATICA ,,PANAITOPOL”
EDITIAA IFA, TULCEA, 14 MAI 2011
Solutii orientative si bareme

Clasa a ViEa

1.a) Aritati ci exist cel putin un numar natural # astfel incat 102 < 2" <10%.
b) Numarul 2" se scrie cu 30 de cifre. Ardtati ca existd o cifra se repetd de cel putin patru

oriin scrierealui 2™.

Solutie:
a) Presupunem ci existd p, numar natural astfel incat 27 <10 <10°° <27*1 1p
2p+1 1 03 0
> 29
27 10°
b) Presupunem ca fiecare dntre cifre se repetd de exact trei ori. 2p
Rezulta ca suma cifrelor lu 2 este multiplual u 3, adica 2 divide 3, fals. 2p

Atunci 2 = =10, fals. Rezulta cd n=p saun= p+1.2p

2. Determinati numerele naturale nenule a, b, ¢ pentru care 1.2 3 _satb+e

a b c 2

L. Panaitopol (GM-2004)

Solutie: Dacd min{a,b,c} >2, atunci 4423 <1 2, 3 5 arbrc 24242 4

a b ¢ 2 2 2 2 2
Rezultdci a=b=c=2.
Deasemenea, daca max {a,b,c}<2,obtinem a=b=c=2.

Daca toate numerele ar fi mai mici decat 2, obtinem contradictie.2p
Rezulta ca cel putin unul dintre numere este egal cu 1 si cel putin un num ar este mai mare
decat 2. 1p

Daca toate numerele ar fi impare, cum 2bc+4ac+ 6ab = abc( a+b+ c) , obtinem

contradictie. 1p
Presupunem ca numarul par este cel putin egal cu4. Cum unul dintre numere este egal cu 1,

atuncirelatia 2 +% +é =a+b+c este imposibila. 2p
a c
Daca numarul par este egal cu2 obtinem al treilea numar egal cu3. 1p

3. Se considerd un paralelogram ABCD cucentrul O. Punctele M si Nsunt mijloacele
segmentelor [BO: si [CD: .
Daca triunghiurile ABC si AM N smt asemenea, dem onstrati ca ABCD este patrat.
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4B __AC ,adica 2-AB> = AC* § AC* =BC?+ AB>.

Solutie: Deoarece triunghiurile ABC'si AMN sunt asem enea, rezultd ca % = j—]g si
. _ _ Wun=Bac.1p
P ez ez :.;_ _____ }‘: De aici dedicem i BAM =CAN . Prin wmare,
: #1.0 triunghiurile BAM si C4N sunt asem enea, adica
______________ | AB_AM _BM iy —Nca . 2p
oottt AC AN CN
oo : :-:: Dar BDC =NCA4 , deci ABCD este dreptunghi. 1p
e | Cun BM =i-BD :i. AC §i CN = % .DC, realti ci
|-r#‘tr-.:':1r:.;?i'*l'*i'.‘i'*l'*i*i . r: AB A
A a AC 2-A4B

2p
Prin umare, BC = AB . inseamni ci patrulaterul ABCD este pitrat. 1p

4. Fie n un numdr natural care are exact 9 divizori si D,y multimea divizorilor sdi. Aratati cd,
dacd X este o submultime de trei elementea lui D,,, atunci produsul elementelor lui X este

cubperfect sauexista trei elemente in multimea D, \ X al ciror produs este cub perfect.

Prof. Mircea Fianu, Bucuresti

Solutie: Numarul # este de forma n = a®, unde a este numar prim sau n = p2 'qz , unde

numerele p §i ¢ sunt prime. 1p

JE r ] In fiecare caz, divizorii num arului  se aseazi intr-

2 A 6 un patrat 3 x 3 astfel(vez figura): 2 p

4! a° p In fiecare caz, produsul numerelor de pe fiecare
linie sau coloana este cubperfect. 2p

e Daca multimea X contine trei elemente de pe o
p » 2 q 2 q diagonald, conclwzia este adevarata. 1p
qz rq p2 Daca multimea X contine cel mult doud elemente
p’q 1 g’ de pe o diagonald, atunci multimea D, \ X contine

toate elementele unei linii (coloane), deci

conclwzia este adevarata. 1p



